Uklad Punktéw Materialnych.

Roéwnanie Newtona Ukladu Punktow.
Uktad punktow materialnych zawiera wiecej niz jeden punkt materialny. Liczbe czastek w takim
ukladzie oznaczamy przez N .Zatem N=2 .Kazdy punkt materialny podlega dziataniu sit,
ktére pochodza od innych czastek lub sa wynikiem oddzialywania spoza uktadu. Sily te nazywamy
odpowiednio wewnetrznymi lub zewnetrznymi . Zgodnie z tym oznaczamy site wywierana na
i—tq czastke przez j—tq przez 15;.]. a sume sit zewnetrznych dzialajacych na i—tq czastke
przez 13 .Dlatej i—tej czastki, ktorej mase oznaczamy jako m; stosujemy zasade
dynamiki piszac rownanie Newtona :
mr.(t)=F +F,+. +F . +F +F.
Mamy zatem uklad N réwnan a indeks numerujacy czastke 1<is<N
Uklad tych réwnan dynamiki N czastek brzmi :

Zasadniczo problem polega na rozwigzaniu tego uktadu przy zadanych sitach oddziatywan
wzajemnych i zewnetrznych , predkosciach i potozeniach poczatkowych. Podkreslmy jednak wzrost
komplikacji problemu wraz ze wzrostem iloSci czastek. Przestrzen konfiguracyjna dla tego uktadu
to IR®Y .Zatem poszukujemy zaleznoéci od czasu 3N wsp6hzednych polozeni 3N
wspohrzednych predkosci N punktéw materialnych. Rozwigzanie takiego wielowymiarowego
zagadnienia moze by¢ czesto w praktyce nieosiggalne . Pozostawiajac to wazne i skomplikowane
zagadnienie jako otwarte, kierujemy ku praktycznym metodom upraszczajacym zagadnienie.
Uproszczenie owo polega na pewnym usrednieniu dynamiki punktéw materialnych.

Pierwszym krokiem jest zsumowanie wszystkich r6wnan Newtona stronami. Otrzymamy z prawej

strony sume wszystkich dzia}ajqcych sit :
i=N j=N

Z mlrl Z Z F +Z F,
i=1 j=1
Nalezy podkresli¢ forrnalny charakter takiego dziatania — dodajemy sity przytozone do r6znych
obiektow np. site dziatajacq na Ziemie do sity dzialajacej na Ksiezyc. Musimy zatem zwrocic
uwage jaki mozna nadac sens takiemu algebraicznemu sumowaniu wektorow.
Sily wewnetrzne znoszq sie parami :
13 +1~: 26 dla wszystkich i#j

na Zasadme dynam1k1 sit akcji i reakcji. Stad suma sit wewnetrznych :
i=N j=N

2. 2 F, Z F=
i=1 j=1

zeruje sie o 1le przy]mUJemy naturalny warunek braku samooddzialywania punktu materialnego :
F..=0 dlawszystkich i=1,...,N

Zatem suma wszystklch sil jest rowna sumie sit zewnetrznych :
i=N j=N i=N i=N

P33 F % Fe3

i=1 j=1 i=1 i=1



Sita F jest tworem abstrakcyjnym — a priori nie ma ona okreslonego punktu zaczepienia.Innymi
stowy zasadne jest pytanie na jakq mase ta sita. Poszukujemy zatem hipotetycznego réwnania
Newtona. Jesli wskazemy na catlowita mase ukladu :

i=N
m= Z m,
i=1
to mozemy napisa¢ owo rownanie Newtona w postaci :
- ->
ma=F

Réwnanie to mozna uwazac za definiujace pewien wektor przyspieszenia a= . Idac dalej w

S |

tym kierunku :
m7=F
Rozwiazujac to réwnanie otrzymujemy kolejno hodograf wektora predkosci  v(t) i na koniec
pewng trajektorie T (t)
Wykazujemy , Ze owa trajektoria to trajektoria srodka masy.

Wektor srodka masy uktadu punktéw materialnych jest zdefiniowany :
i=N

mr;

1
1}
=
3|3
=

1\

1}
—_

1

-
r -

}

i=1

N
m;
i=1

Wektor srodka masy uktadu punktéw materialnych jest Srednia wazong potozen punktéw

i

materialnych 7, zwaga — .
m

Dla trajektorii Srodka masy jest :
i=N m.
F(t)=), —Trl(t
(0= 2 207 0
Rdézniczkujac po czasie obustronnie i mnozac przez mase m otrzymujemy :

i=N
m¥(t)=Y, m,7,¢)
i=1 i
Zatem ped $rodka masy p=mV jest pedem catkowitym ukladu Z p; tj.suma wszystkich
i=1
pedéw punktéw materialnych p.=mv, , i=1,...,N .
Nastepne rozniczkowanie odtwarza réwnanie Newtona ruchu srodka masy :
ma=F
Teraz odczytujemy, Ze przyspieszenie srodka masy wywotuje suma sit zewnetrznych.
Reasumujac sSrodek masy uktadu punktow materialnych kresli trajektorie jak czastka masywna o
masie m pod wpltywem sity F . W ten sposéb w wyniku uSrednienia N trajektorii
i=N m.
otrzymujemy jedna trajektorie F(t)= Y ;’ r.(t) reprezentujaca zachowanie catego uktadu.
i=1

Zasada Zachowania Pedu.

Jako bezposrednig konsekwencje powyzszych stwierdzen otrzymujemy zasade zachowania

pedu.Uklad odosobniony to uklad w ktérym suma sit zewnetrznych zeruje sie. Jesli bowiem suma

sit zewnetrznych F=0 to catkowity ped p=const . Wynika to wprost z Réwnania Newtona :
p= F . Wtedy $rodek masy porusza sie ruchem jednostajnym prostoliniowym : 7 (t)=V,t+r,

dla p=mv, . Co wiecej jesli 6w ped zeruje sie '1526 to srodek masy spoczywa v, =0 |,
r(t)=F, .Uklad, w kt6rym $rodek masy spoczywa nazywamy uktadem $rodka masy. Mozemy

teraz powiedzie¢ krotko : w uktadzie odosobnionym ped catkowity jest zachowany.



Przyklad. Staty ped galaktyki.
Ukiad N gwiazd w galaktyce oddzialywujacych grawitacyjnie.
Sity oddziatywan Newtona :

=3 GMm . - o

Em g (F—F) dla i#]
Fi—r

Sa to sity wewnetrzne dla ktorych

i=Nj=N _ =N
Z Z F,-,:Z F,;=0
i=1 j=1 i=1 .
Jesli ponadto galaktyka jest ukladem odosobnionym tzn. F=0 to jej sSrodek masy spoczywa lub
porusza sie ruchem jednostajnym prostoliniowym.

Przyklad. Staly zerowy ped mas drgajacych na sprezynie.

Na stacji kosmicznej ( proznia , niewazkos¢ ) umieszczone sa dwie masy m; i m, na
sprezynie o wspotczynniku sprezystosci k. W ukladzie odosobnionym wywohijemy liniowe
drgania mas na sprezynie wzgledem nieruchomego srodka masy uktadu N=2 mas. Suma dwoch
sit sprezystosci zeruje sie — sg to sity wewnetrzne. Ped jest zachowany i rowny zero jak na poczatku
drgan. Sprezyne traktujemy jako ztozong z dwoch szeregowo potaczonych sprezyn , ktorych
parametry wynikaja z podziatu sprezyny na dwie w Srodku masy (sprezyna jest niewazka).



